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Verifiche di Rigidezza

Sostanzialmente consiste nel quantificare la deformazione di una
struttura.

Una struttura che verifichi i criteri di resistenza deve verificare la
seguente relazione:

* 0.0S Oy (ove o,,,.=R,/a, con a coefficiente di sicurezza)
che si traduce in:

* 6mC7XS 6amm

* 6mCTXS eamm

Esistono due metodi per la verifica della suddetta relazione:
 Metodo della integrazione della distribuzione complessiva

* Metodo energetico

Nel caso della verifica di rigidezza la deformazione non e puntuale. In
ciascun punto la deformazione dipende dalla deformazione
complessiva della struttura.
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Metodo della linea elastica

lpotesi sulle quali si fonda il metodo:

/

e Linearita

* FElasticita

* Piccoli spostamenti 6. e deformazioni ¢,
* Trascurabilita degli effetti del Taglio

Quest’ultima condizione e verificata quando il taglio e
applicato ad una trave e leffetto prevalente degli
spostamenti dei piani e dato dagli effetti flessionali e
quindi l'elongazione della trave (deformazione
estensionale) e trascurabile



= I 5 e = - THE BIOROBOTICS
Universita di Pisa - Scuola di Ingegneria INSTITUTE

Corso di Laurea Trienndle

Metodo della linea elastica

Nel piano la flessione determina una curvatura pari a:

_ M

[ ) K_ X

JE
Data una funzione nel piano f(x) si dimostra che esiste un unico punto C chiamato CENTRO DEL CERCHIO
OSCULATORE 4 C

flx)
R
A

Il valore geometrico della curvatura k € pari a:

1 —f"(x
« k= —= fx) e nei punti di massimo e minimo si ha che k= —f"(x)

R A1+ Fo] )
Nel caso della teoria della trave f(x) € la funzione dello spostamento v(s). Nel caso di ipotesi di piccola
deformabilita (deformazioni infinitesimali), gli spostamenti della linea d’asse sono tali (piccoli) per cui:
. max‘v(s)‘ ~d < | con d diametro della sezione della trave
piu ragionevolmente si puo percio assumere quindi

. maxv'(s)|= % <1
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Metodo della linea elastica

A maggior ragione si puo asserire che:

. (d
*(V'(s)) z(7) <<1
2)32 .
Per tale motivo e lecito considerare unitario {1+[f'(X)] } il denominatore
approssimando cosi la curvatura con la sua concavita

o Kk=—V"(s)

Sotto le precedenti ipotesi si ha che:
MX
JE

X

. —V”(S) —

da cui

M
o V”5=— X
(s) JE

'equazione precedente € una equazione differenziare del secondo ordine.
Dunque sono necessarie le condizioni al contorno rappresentate da:

* y(s)- lo spostamento

* V'(s)- la rotazione (che deriva dalla condizione—%zq))
S

Derivando Vv'(s) si ha inoltre che:
. V”l(s): _

X

dsJ_E
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Metodo della linea elastica

quindi:
.
° Vm s)=— y
(c) JXE . .
E derivando ulteriormente si ha che:
o vis)=—201 _qls)
ds JXE JXE

Quest’ultima equazione rappresenta la funzione di spostamento di tutta la
trave. Una osservazione che va fatta e l‘equivalenza tra le varie equazioni che
pero risultano essere in contraddizione con quanto affermato nella
precedente teoria flessionale. Infatti nella flessione pura la deformazione
della trave e ad arco di circonferenza mentre nei criteri di rigidezza si ha una
equazione differenziale del quarto ordine. Ad ogni modo l'equivalenza di
suddette equazioni permette il loro utilizzo mirato a seconda della casistica
osservata.
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Metodo della linea elastica

ESEMPIO 1- MENSOLA INCASTRATA SOTTOPOSTA A MOMENTO FLETTENTE
CONCENTRATO ALLESTREMITA’

-
i

e
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Metodo della linea elastica

ESEMPIO 1- MENSOLA INCASTRATA SOTTOPOSTA A MOMENTO FLETTENTE
CONCENTRATO ALLESTREMITA’

1M
o V()= ———5"+Cs+C,
2JE
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Metodo della linea elastica

ESEMPIO 1- MENSOLA INCASTRATA SOTTOPOSTA A MOMENTO FLETTENTE
CONCENTRATO ALLESTREMITA’

1M
o V(s)= ———s"+Cs+C, ; v(0)=0 —v'(0)=0
2JE
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Metodo della linea elastica

ESEMPIO 2- MENSOLA [PERSTATICA SOTTOPOSTA A CARICO DISTRIBUITO
UNIFORME

“.{i ¥
ey

e

. 9
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Metodo della linea elastica

ESEMPIO 2- MENSOLA [PERSTATICA SOTTOPOSTA A CARICO DISTRIBUITO
UNIFORME

A
e

Equazione differenziale linea elastica
q

JE

o V"'(s)= 9y C,
JE

ov" (S) =

149 .

o V'(s)= ES +Cs+C,
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Metodo della linea elastica

ESEMPIO 2- MENSOLA [PERSTATICA SOTTOPOSTA A CARICO DISTRIBUITO

UNIFORME
. 9
f
. . 7.y
» a5
W
Equazione differenziale linea elastica
° V/V(S): i
JE
e V"(s)= L s+C,
JE
" 1 q 2
o V'(s)=-—-5" +(Cs+C,
e Vi=9 o eeicsic
_gﬁs +E S TL,s+(, | ; V(O):O —V,(O):O
I = M(]) =
. v(s):iis“+1C153+1C252+C35+C4 vil)=0 =0
2JE 6 2
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Metodo della linea elastica

ESEMPIO 2- MENSOLA [PERSTATICA SOTTOPOSTA A CARICO DISTRIBUITO

UNIFORME
. q
f
] . 7.y
» &r(s
W
Equazione differenziale linea elastica
e Vis)=19 ¢ eoicsac,
6JE 2
o V(s)= 14 +1C153 +1C252 +C,s+C, v(0)=0 —v(0)=0
2JE 6 2

0O 0O
Il

IS

w

o O
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Metodo della linea elastica

ESEMPIO 2- MENSOLA [PERSTATICA SOTTOPOSTA A CARICO DISTRIBUITO

UNIFORME
= 3 q
f
PR
» &r(s
W
Equazione differenziale linea elastica
e vi=19 ¢ e e
6JE 2
o V()= iis“+1C s3+1c s - s vi)=0 —E/V'()=0
2JE° 6 2"

4

—— +1C1l3 +1C2/2 =0
28JE 6 2

19 ricr v |=0
2JE
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Metodo della linea elastica

ESEMPIO 2- MENSOLA [PERSTATICA SOTTOPOSTA A CARICO DISTRIBUITO

UNIFORME
. 9
.---
» | -:"“fSI
W
1 q

——/ +1C1I3 +1CZI2 =0
24 J E 6 2 5ql 1ql

— [ =

17 o C =——
1qg, 8 EJ * 8 E
—E] | ——I+C/[l +C, |=0

2JE @

’ I’'s* 1 ‘5 1
v(s)=iis“—i£+iq > 2 9[° ey tpg
24JE° 48E/ 16 E) 8JE(3 6 2
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Metodo della linea elastica

ESEMPIO 2- MENSOLA [PERSTATICA SOTTOPOSTA A CARICO DISTRIBUITO

UNIFORME
. 9
.---
» | -:"“fSI
derivando: LR

’ I’'s* 1 ‘5 1
v(s)=iis“—iqls +iq > o2 9[> ey tpg
24JE° 48 E) 16 E) 8JE\3 6 2

J

1qg(4, 5
s)=—V'(s)=—=—"| —s’—ZIs* + /s
@(s) (s) 81;(3 5 )

M(s)=—EJ V"(s)= —%(452 —5ls+1")

T(s)=—EJv"(s) = —g(ss —5/)
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Metodo della linea elastica

ESEMPIO 3- TRAVE APPOGGIATA CON CARICO CONCENTRATO

e :
A : 7.y 1
- g l b gz
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Metodo della linea elastica

ESEMPIO 3- TRAVE APPOGGIATA CON CARICO CONCENTRATO

> > :
e THE Rb
o 231
: |
* | E l b .:I'rfs
|
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Metodo della linea elastica

ESEMPIO 3- TRAVE APPOGGIATA CON CARICO CONCENTRATO

-
i

e

> 3 :
MNa THE -
- 3‘51
2 |
tf - E | " e
Reazioni vincolari: |
LR

[N =0

RaI+Fb=0:>Ra=—?

Rb/+Fa:0:>Rb:—Fl—a




= I 5 e = - THE BIOROBOTICS
Universita di Pisa - Scuola di Ingegneria INSTITUTE

Corso di Laurea Trienndle

Metodo della linea elastica

ESEMPIO 3- TRAVE APPOGGIATA CON CARICO CONCENTRATO

-
i

e

> > :
e THE Rb
o 231
: |
* | E l b .:I'rfs
|
|

Diagramma momento:

LR
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Metodo della linea elastica

ESEMPIO 3- TRAVE APPOGGIATA CON CARICO CONCENTRATO

Diagramma momento:

Fb
0<s<a M+Ras:0:>M:—Rus:Ts

a<s</ M+Ras+F(s—a):0:>M:—Ras—F(s—a)z?s—F(s—a)
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Metodo della linea elastica

ESEMPIO 3- TRAVE APPOGGIATA CON CARICO CONCENTRATO

i ”n M
vi(s)=———
==

M
V'(s)=———s+C
JE

a<s<|

"Mg)=———=———5+—/(s—a
V)= T AE( )
Fb 52 F 2
] =—v' = - — s—a) +C
0, =Vls) JEI 2 25} J e
vjﬂz—féf—+—i4}—af—c§+C4

JEI 6 6FE
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Metodo della linea elastica

ESEMPIO 3- TRAVE APPOGGIATA CON CARICO CONCENTRATO

]
5

MNa
=i :
i | : -{51
» : | . .
|
L W

. M Fb Condizioni per
vi(s)= JE :—ms determinare

. Fb's costanti

0<s<a- ¢1=—V1(5)=m3+cl integrazione

Fb s*"
(=125 _cs+c

JEl

gy - __FP s+—(s—a)
V)= T R IE
Fb S2 F 2
0. =v.0= 155 2EJX( ) +C,
Fb s’ F :

v(s)=— 2> 4 (s—a) —-C,s+C,

JEI 6 6EJ
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Metodo della linea elastica

ESEMPIO 3- TRAVE APPOGGIATA CON CARICO CONCENTRATO

MNa
- :
,. » 2 ¢
L - : E ¥ 15
|
L W
) M Fb Condizioni per [
vi(s)= “E JEH determinare  Condizioni ¢.(a)=p,(a)=C, =C,
. Fb s’ costanti continuita | v.(@)=v,(a)=C, =C,
O<s=<a (olz—vl(s):m? 1 integrazione
Fb s*
S =i [ v,(0)=0=C,=C,=0
M __Fb o F (s_a)
VA= T U E Condisioni P s
a<s<| | ' Fb s F 2 _On /2/gn/ Jvl)=0=——+ (I-a)’—C,/=0
(022—V2(5):m3_§(5_a) +C, vincolari agli IEJ 6 6EJ
Fbs F ., estremi 2
Vils| R R R SR —¢, -c -2 =f
JEI6 6FE IE] 6
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Metodo della linea elastica

HOMEWORK- MENSOLA INCASTRATA CON CARICO IN PUNTA

5 i
] !
¥ | $¥(5
LR
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Stabilita strutturale

* Per stabilita strutturale si intende quella capacita del sistema,
gualora venga applicata una perturbazione dalla sua
condizione di equilibrio, di tornare, dopo un determinato
transitorio, allo stato di stabilita.

* Fin qui si e ritenuta la trave infinitamente rigida alla
compressione. Nella realta anche nel caso di compressione
puo essere soggetta ad una condizione di instabilita.
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Stabilita strutturale

* Siconsideri il seguente sistema con asta infinitamente rigida incernierata
sottoposta a compressione P e con elasticita concentrata u

lP
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Stabilita strutturale

e Dall’equazione di equilibrio si estrapola il valore limite di P oltre il quale
non e piu verificata la cgndizione di equilibrio del sistema
|
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Stabilita strutturale

e Dall’equazione di equilibrio si estrapola il valore limite di P oltre il quale
non e piu verificata la cgndizione di equilibrio del sistema
|

| Plsind—uf=0

p M0
Isin@

= piccoli spostamenti =sind=0=P___ =

CRITICA

— |

LU'equilibrio del sistema dipende dalla‘Sola variabile 6. Per tale motivo e
definito sistema a 1 g.d.l.
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Stabilita strutturale

* Siconsideri il seguente sistema con due gradi di liberta 6 e due elasticita
concentrate p

P
-
|
|1t
l
H; @*
|
i
V|
!
Wi
Ol
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Stabilita strutturale

* Dalle equazioni di equilibrio relative ai due corpi rigidi si estrapola il valore
limite di P oltre il quale non e piu verificata la condizione di equilibrio del
sistema
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Stabilita strutturale

* Dalle equazioni di equilibrio relative ai due corpi rigidi si estrapola il valore
limite di P oltre il quale non e piu verificata la condizione di equilibrio del

sistema I
p % : PLO, - u,(6,-6,)=0

PO +16,)— 1.0, =0

Esprimendo il forma
matriciale il sistema

y7a Pl —u)16| |O
Pl.—u PL ||6] |0
_ ﬂﬂ Pl - p,

Pl - PL

I

det|Q=0<> Pl u, | (P, — 1, )(Pl, — p,) | =0
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Stabilita strutturale

* Dalle equazioni di equilibrio relative ai due corpi rigidi si estrapola il valore
limite di P oltre il quale non e piu verificata la condizione di equilibrio del

sistema o, !
P det|Q=0<> Pl u, —| (Pl — 1, )(Pl,— 11,) |=0

Ponendo: il
mo=p p=2p =l =I

4

le radici dell’equazione associata al determinante

4,

=2(2242)

CRITICA_1,2
: /

I

Prars = (2-42)= 6, ~ 0.4,
=7

\) Poes » = %(2 + \/5) =0 — 20,
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Stabilita strutturale

e Sianalizzi il caso di una trave appoggiata e caricata assialmente
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Stabilita strutturale

e [Intuitivamente sulla base di quanto visto nulla vieterebbe di approcciare il
problema con infiniti gradi di liberta (infiniti conci di trave e molle
torsionali) ‘p i

=y
‘h.ﬁ-ll

-

5

[

L}
LY

[
LY

NV
I,

D4
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Stabilita strutturale

* Effettuando la seguente approssimazione e possibile discretizzare la trave
continua in tanti conci di trave sottoposti a carico flessionale di lunghezza
h con aste discrete incernierate e interconnesse da molle torsionali

. h R
(‘U-V'BHUW
M M z [ () |
v v
JE U

e Dacui:

_JE
A

Tale approccio pero e da ritenersi oneroso e poco immediato
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Problema di Eulero

* Siconsideri la trave appoggiata sottoposta a carico assiale

N, EJ, | 5

> .
A A
Per studiare l'instabilita della trave si ipotizza una condizione lontana da
qguella ideale, ossia deviando il suo asse dalla sua linea retta ideale

A I;\; ) 7

Sulla base di quanto detto per la teoria della linea elastica € possibile scrivere

N P

—J EV"(s) =M (s)

Considerando il momento generato dall’inflessione della trave e il carico

assiale si puo scrivere
—J EV"(s) =Pv(s)

"(s)+k’v(s)=0 con Kk’ P
V(S V\S) = =
EJ

X
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Problema di Eulero

e Sitratta di una equazione differenziale del secondo ordine con soluzione

N [ P

A Tl _—7

v(s) = Asin(ks+ @) = Asin(ks) + Bcos(ks)

Da cui e possibile ricavare
V'(s) =k A cos(ks)—kB sin(ks)
v"(s) = —k* A sin(ks) —k’ B cos(ks)
E ponendo le condizioni al contorno cinematiche sui vincoli

v(0)=0 v(l)=0
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Problema di Eulero

* Imponendo le condizioni al contorno si ottiene il seguente sistema

[ v(0)=0=8

| v(l)=0=Asin(kl)+Bcos(kl)

Esprimendolo in forma matriciale si ha che

0 1 Al |0
sin(kl) cos(kl) B o
Tale sistema omogeneo a due equazioni in due incognite ammette come
soluzione
sin(kl)=0
da cui

kl=nt  con nelN

. la condizionen <IN deriva dak = /i >0 inrealta n dovrebbe
appartenere a’Z =
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Problema di Eulero

* Eguagliando il valore di k trovato nella soluzione del sistema al valore
imposto ed elevando al quadrato ambo i membri si ha che

_n'TE,
cr l2
Il piu piccolo dei valori di P_, corrisponde al passaggio da una condizione di

equilibrio stabile ad una instabile. Tale valore € quello per n =1 ,ed e detto il
carico critico euleriano dell’asta compressa

'EJ
p=""

« T p
Per evitare questo fenomeno, occorre avere un elevato valore della P, ad
esempio:

* aumentando |'area della sezione

* riducendo la lunghezza dell'oggetto

e utilizzando materiali con elevato modulo elastico
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Problema di Eulero

* Riprendiamo il caso di una mensola incastrata ma caricata assialmente

= S
/ P
/ v(s
/ | o) f
W
P
Wy

Si fissano le condizioni al contorno

v(0)=0 v(l)=f
la formulazione della linea elastica diventa
—J EV"(s) =P(v(s) - f)

Da cui risolvendo l'equazione differenziale e imponendo le condizioni al
contorno si ha

'EJ
p=""

T (20)
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Problema di Eulero

 Torniamo alla trave appoggiata sottoposta a carico assiale

N, EJ, | p
A >

Per studiare l'instabilita della trave si ipotizza una condizione lontana da

qguella ideale, ossia deviando il suo asse dalla sua linea retta ideale

A I;\; ) 7

Sulla base di quanto detto per la teoria della linea elastica € possibile scrivere

N P

—J EV"(s) =M (s)

Considerando le condizioni al contorno

v(0)=v"(0)=0 v(l)=v"(l)=0
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Problema di Eulero

* || sistema come visto ammette soluzione non banale

N [ P

A Tl _—7

sin(kl)=0 kl=nt  con nelN

Da cui e possibile ricavare
_n'm’E,
E come detto il carico critico che si ricava per il suo valore piu piccolo n=1

p - 'EJ
IZ
Mentre la deformata (diagramma dello spostamento v(s)) e 3\f,~\,--nh
v(s):Asin(nTﬂs) . /" —<— >
R, N,

Per n=1 la trave si deforma secondo la sinusoide avente lunghezza d’onda L=2|
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* Riprendiamo il caso di una mensola incastrata ma caricata assialmente

S
ij P
v(s)
) f
> I 5 Yy
P
Imponendo le condizioni al contorno Wy

v(0)=—v'(0)=0 v(/)=M(l)=—EJV"()=0
la formulazione della linea elastica ed il sistema omogeneo ad esso associato
ammette soluzione per
cos(kl)=0 kI :(2n—1)§ con nelN

Da cui risolvendo I'equazione differenziale e imponendo le condizioni al

contorno si ha ‘EJ
P =(2n-1) "
4/
Considerando il suo valore minimo per n=1 si ha che
p_ TE).

T (20)
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* Riprendiamo il caso di una mensola incastrata ma caricata assialmente

> S
. P
/ v(s)
¢ : f
> I 5 ——
P
Wy

Il valore del carico critico e pari a % del caso della trave appoggiata e la sua
deformata critica risulta essere pari a

v(s)= A(l—cos%s)

La sinusoide associata alla deformata della trave avra quindi lunghezza d’onda
L= 4]
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* Per le travi ad una sola campata il carico critico puo essere scritto nella
seguente forma

cr_ /2
Dove |,=L/2 & la lunghezza libera di inflessione corrispondente alla
semilunghezza d’'onda della sinusoide formata dalla linea elastica

'EJ
p ="

208
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* Quindiin buona sostanza quando si ha un carico normale agente sulla
trave occorre verificare due condizioni

soddisfacimento soddisfacimento

criterio resistenza criterio stabilita
7 =G . P
RES ‘U STAB ‘P

Ma ricordando che lo sforzo assiale

Ricordando che la formula di Eulero e valida in campo lineare si ha che

P x’EJ
o_>-—== —
A [°A

0

Di conseguenza appare evidente come sia utile al fine di aumentare la
stabilita della trave il suo irrigidimento e non un suo irrobustimento
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* Dove

/1: 0
Lrin
e la snellezza dell’asta e p, .. il raggio d’inerzia minimo della sezione
trasversale deII’asta(pmm: I./).
* Pertanto, se la snellezza A dell’'asta tende a zero la tensione critica o,
tende ad infinito
* Viceversa se la snellezza A tende ad un valore molto grande (al limite
infinito) la tensione critica tende a o, =0

G{?J\

tensione crifica

campotensioni ammissibili

suelle=za I
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e PROBLEMA SPAZIALE
Quando si e nello spazio si possono avere due valori differenti J 2/,
In tal caso andranno stimati due valori del carico critico relativi ai due
momenti di inerzia
T'EJ T°EJ
= x p = y

CRx / 2 CRy l 2
0 0

E dei due considereremo il valore minimo che sara il carico massimo
ammissibile al di la del quale si avra instabilita. Quindi piu in generale e
opportuno parlare spazialmente di carico critico euleriano sulla base della
seguente formula

‘EJ
==

0



